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0. INTRODUCTION
Soit G un groupe algebrique reductif connexe defini sur une clotureÂ Â Â Ã
algebrique F du corps fini a p elements F ou p designe un nombreÂ Á Â Â Á Âp
.premier . Soit F: G ª G un endomorphisme de Frobenius relatif a uneÁ
F -structure sur G ou q est une puissance de p et F designe le sous-corpsÁ Âq q
.de F a q elements . On fixe un nombre premier l different de p et on noteÂ Â Â
Q une cloture algebrique du corps l-adique Q . Si P est un sous-groupeÃ Âl l
parabolique de G et si L est un sous-groupe de Levi F-stable de P, G.
Lusztig a construit un foncteur RG : K LF ª KG F entre lesL ; P
F Fgroupes de Grothendieck des categories des Q L -modules et des Q G -Â l l
modules respectivement, appele foncteur d'induction de Lusztig. Ce fonc-Â
teur admet un adjoint *RG : KG F ª K LF, appele restriction de Lusztig.ÂL ; P
La formule de Mackey pour l'induction de Lusztig decrit la compositionÂ
d'un foncteur d'induction avec un foncteur de restriction de Lusztig. Plus
precisement, si Q est un autre sous-groupe parabolique de G et si M est unÂ Â
sous-groupe de Levi F-stable de Q, on appelle formule de Mackey l'egaliteÂ Â
suivante:
*RG ( RGL ; P M ; Q
s R x xL (*R x x ( ad x #, a .  . L l M ; L l Q L l M ; P l M
F F F .xgL _S L, M rMG
 . xou S L, M designe l'ensemble des x dans G tels que L l M contienneÁ ÂG
 . F x Fun tore maximal de G, et ou ad x #: K M ª K M designe le foncteurÁ Â
naturel induit par la conjugaison par x. P. Deligne a montre que cetteÂ
 w x.formule a lieu lorsque P et Q sont F-stables cf. LS, theoreme 2.5 , et,Â Á
avec G. Lusztig, a montre qu'elle a lieu d'autre part lorsque L ou M est unÂ
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 w x.tore maximal cf. DL2, theoreme 7 . Il est conjecture qu'elle a lieu enÂ Á Â
toute generalite.Â Â Â
Le but de cet article est de montrer que la formule de Mackey a lieu si
q est assez grand: on donne une borne explicite pour q, ne dependant queÂ
 .de la donnee radicielle associee a G theoreme 5.1.1 . Plus precisement, siÂ Â Á Â Á Â Â
 . < T <on note i G le plus grand des nombres Z9rZ9 ou Z9 parcourt l'ensembleÁ
des centres des sous-groupes reductifs connexes de G de meme rang que GÂ Ã
 .  .Z98 designe la composante neutre de Z9 , et si on note l G le maximumÂ
 .des ordres modulo le centre des elements semi-simples isoles des groupesÂ Â Â
G9* c'est-a-dire dont la composante neutre du centralisateur n'est con-Á
.tenu dans aucun sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique , ouÁ
G9* parcourt ``l'ensemble'' des groupes duaux de sous-groupes reductifsÂ
connexes de G de meme rang que G, on a leÃ
 .2  .THEOREME. Supposons q ) 1 q i G l G . Alors la formule de MackeyÂ Á
 .> a lieu.
La preuve imite la demonstration initiale de l'orthogonalite desÂ Â
w xcaracteres de Deligne]Lusztig donnee dans DL1 ; cette methode m'a eteÁ Â Â Â Â
suggeree par F. Digne et J. Michel qui pensent que le resultat qu'elleÂ Â Â
 .donne a ete initialement obtenu par P. Deligne 1975, non publie . EnÂ Â Â
particulier, ils m'ont fourni la proposition 2.3.6.
Le derniere section de cet article est consacree a une approche de laÁ Â Á
formule de Mackey par la theorie des faisceaux-caracteres. Elle consiste aÂ Á Á
se ramener a verifier la formule de Mackey pour les fonctions absolumentÁ Â
cuspidales a support unipotent: une base de l'espace de ces fonctions estÁ
donnee par les fonctions caracteristiques des faisceaux-caracteres cuspi-Â Â Á
daux rationnels, et on sait calculer, grace aux travaux de Lusztig, l'induit,Ã
au sens de Lusztig, de ces fonctions caracteristiques, en terme d'inductionÂ
des faisceaux-caracteres. On obtient alors une preuve de la formule deÁ
 .Mackey lorsque p est presque bon et q assez grand theoreme 6.1.1Â Á
totalement independante de la preuve precedente. L'interet de cetteÂ Â Â Â
autre preuve est qu'elle est susceptible d'etre amelioree si les resultats deÃ Â Â Â
w xL4 le sont.
Je tiens a remercier FrancËois Digne pour les discussions que j'ai euesÁ
avec lui sur ce sujet et Jean Michel qui m'a encourage dans ce travail et aÂ
relu avec beaucoup d'attention et de patience cet article permettant ainsi
d'en ameliorer considerablement la redaction.Â Â Â
Â Â Â1. GENERALITES
1.1. Si G est un groupe algebrique, on notera G8 sa composante neutre,Â
 . G respectivement G l'ensemble des elements semi-simples respec-Â Âs uni
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. tivement unipotents de G. Si x appartient a G, on notera x respective-Á s
.  .ment x sa partie semi-simple respectivement unipotente ; on noterau
 . T  .aussi C x le centralisateur de x dans G, et C x la composante neutreG G
 .de C x . D'autre part, si G est un groupe algebrique defini sur le corpsÂ ÂG
 .fini F , on notera s G le rang d'une tore deploye maximal de G. OnÂ Âq
 .s G.posera « s y1 . Si F: G ª G designe l'endomorphisme deÂG
1 .Frobenius correspondant a la F -structure de G, on notera H F, GÁ q
l'ensemble des classes de F-conjugaison d'elements de G.Â Â
 .   ..Si T est un tore, on notera X T respectivement Y T le groupe additif
= des caracteres rationnels T ª F respectivement des sous-groupes a unÁ Á
= .  :  .  .parametre F ª T . On notera , la dualite parfaite X T = Y T ª Z.Á Â
1.2. Si H est un groupe fini, les representations de H serontÂ
 .considerees sur Q . On notera Irr H l'ensemble des caracteres irreduc-Â Â Á Âl
n .tibles de H sur Q . On notera H le groupe des caracteres lineairesÁ Âl
=  . n nH ª Q . Si H est abelien, on a Irr H s H . En general, on a H ,Â Â Âl
 .n  .HrH9 ou H9 designe le groupe derive de H. On notera Cl HÁ Â Â Â
 .l'ensemble des classes de conjugaison de H, et par C H le Q -espacel
 :   :vectoriel des fonctions centrales H ª Q . On notera , ou , s'ilHl
.  .n'y a pas de confusion possible le produit scalaire usuel sur C H :
1
 :; f , g g C H , f , g s f h g h , .  .  .H < <H hgH
y1ou x ¬ x est un automorphisme de Q tel que z s z pour toute racineÁ l
de l'unite z de Q .Â l
On notera KH le groupe de Grothendieck de la categorie des H-Â
 .modules c'est-a-dire des Q H-modules de dimension finie.Á l
1.3. On se fixe une fois pour toutes un groupe reductif connexe G surÂ
F, defini sur F , et on notera F: G ª G l'endomorphisme de FrobeniusÂ q
correspondant. On se fixe aussi deux sous-groupes paraboliques P et Q de
G admettant des sous-groupes de Levi F-stables L et M respectivement P
.  .et Q ne sont pas necessairement F-stables . On note U respectivement VÂ
 .le radical unipotent de P respectivement Q .
1.4. Foncteurs de Lusztig. On va rappeler ici la definition des foncteursÂ
d'induction et de restriction de Lusztig. On pose
Y G s Y s g g G N gy1F g g U . 4 .U U
F  F . Le groupe G respectivement L agit par translation a gauche respec-Á
. U  . F Ftivement a droite sur Y . On notera H Y let G -module-L virtuelÁ U c U
iU iH Y s y1 H Y , Q . .  .  .c U c U l
iG0
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 w x. U  .G. Lusztig cf. L1 a construit a partir du bimodule virtuel H Y desÁ c U
foncteurs entre les groupes de Grothendieck KG F et K LF notes:Â
RG : K LF ª KG FL ; P
U
Fp ¬ H Y m p , .c U Q Ll
*RG : KG F ª K LFL ; P
kU
Fp ¬ H Y m p , .c U Q Gl
U  .k U  .  F F .ou H Y designe le dual de H Y c'est un L -module-G . LesÁ Âc U c U
deux foncteurs RG et *RG sont appeles respectivement les foncteursÂL ; P L ; P
d'induction et de restriction de Lusztig. Ils sont adjoints l'un de l'autre.
Les foncteurs RG et *RG induisent des applications lineaires entreÂL ; P L ; P
 F .  F . Gles espaces de fonctions centrales C L et C G , toujours notes RÂ L ; P
et *RG . Les formules les decrivant sont les suivantes:ÂL ; P
PROPOSITION 1.4.1. Soient l une fonction centrale sur LF et g une
fonction centrale sur G F. Alors:
1
UG y1R l g s Tr g , l , H Y l l , 1.4.2 .  .  .  .  . . .L ; P c UFL FlgL
1
UG y1*R g l s Tr g , l , H Y g g , 1.4.3 .  .  .  .  . . .L ; P c UFG FggG
pour tous g g G F et l g LF.
w xPreu¨e. Cf. DM1, proposition 4.5 .
Remarque. Les foncteurs d'induction et de restriction de Lusztig
dependent a priori du choix du sous-groupe parabolique P dont L est unÂ
sous-groupe de Levi. Cependant pour alleger les notations, on noteraÂ
G  G . G souvent R respectivement *R le foncteur R respectivementL L L ; P
G .*R .L ; P
Il est bien connu que la formule de Mackey implique que les foncteurs
d'induction et de restriction de Lusztig sont independants du choix duÂ
sous-groupe parabolique. Il peut donc sembler etrange d'employer cesÂ
notations avant d'avoir demontre cette formule. Le lecteur pourra cepen-Â Â
dant verifier que, par la suite, le choix du sous-groupe parabolique est soitÂ
sans importance, soit fait de telle sorte que les enonces soient valides.Â Â
 .1.5. Formule de Mackey. On notera S L, M l'ensemble des elementsÂ ÂG
x g G tels que L lx M contienne un tore maximal de G. On appelle
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 .  .formule de Mackey pour le triplet G, L, M , et on notera M G, L, M ,
l'egalite suivante:Â Â
*RG ( RG s R xL (*R xx M ( ad x # 1.5.1 .  .L M L l M L l M
F F F .xgL _S L, M rMG
qui peut encore s'ecrireÂ
xF FL l M xG G L M
x x*R ( R s R (*R ( ad x #. 1.5.2 .  .L M L l M L l MF FL ? MF .xgS L, MG
Remarque. Dans la formule de Mackey ci-dessus, le foncteur R xLL l M
doit etre compris comme le foncteur R x x .Ã L l M ; L l Q
La formule de Mackey a deja ete demontree dans quelque cas voirÂ Á Â Â Â Â
.l'introduction . Voici ceux qui seront utilises par la suite:Â
 .PROPOSITION 1.5.3. M G, L, M a lieu dans les cas sui¨ ants:
 . w xi Si P et Q sont F-stables LS, 2.5 .
 . w xii Si L ou M est un tore maximal de G DL2, 12.7 .
Si l et m sont deux fonctions centrales sur LF et M F respectivement, on
posera:
RG l, m s RG l, RG m : . FL , M L M G
y *R xL l, *R xx M xm x . : F F L l M L l M L l M
F F F .xgL _S L, M rMG
 .La formule de Mackey M G, L, M est equivalente a la nulliteÂ Á Â
G  . F Fde R l, m pour toutes fonctions centrales l et m sur L et ML, M
respectivement.
2. FORMULE DE MACKEY ET FONCTIONS DE GREEN
2.1 Fonctions de Green. On notera par la suite QG l'application:L ; P
G F FQ : G = L ª QL ; P uni uni l
u , ¨ ¬ Tr u , ¨ , HU Y . .  .  . .c U
La fonction QG est appelee la fonction de Green associee a L, P et G.Â Â ÁL ; P
Remarque. Tout comme le foncteur d'induction de Lusztig, la fonction
de Green QG depend a priori du choix du sous-groupe parabolique P deÂL ; P
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G dont L est un sous-groupe de Levi. Cependant, toujours pour alleger lesÂ
notations, on notera souvent QG la fonction de Green QG .L L ; P
Soient g g G F et l g LF. On pose s s g , u s g , t s l et ¨ s l . Soits u s u
 . F  F .l respectivement g une fonction centrale sur L respectivement G .
 w x.Les ``formules du caractere'' cf., par exemple, DM1, proposition 12.2Á
sont les suivantes:
1 1 T hC  s.GG y1R l su s Q u , ¨ l s¨ ,T .  .  .  . L C  s.F FT hLL TF FC s .  .G hgG ¨gC sh uniLhsg L
2.1.1 .
1 TC  t .GG y1*R g t¨ s Q u , ¨ g tu . 2.1.2T .  .  .  .  .L C  t .FT L
T FC t .  .G ugC tG uni
2.2. Formule de Mackey pour les fonctions de Green. On reprend les
 .notations du paragraphe 1.5. Si u respectivement ¨ est un elementÂ Â
F  F . G  . unipotent de G respectivement L , on notera Q u, ? respectivementL
G  .. F  F .Q ?, ¨ la fonction sur L respectivement G valant 0 en dehors desL
G  .  .elements unipotents et valant Q u, ¨ en ¨ respectivement u .Â Â L
On appellera par la suite formule de Mackey pour les fonctions de Green
 .pour le triplet G, L, M l'egalite:Â Â
QG ?, uy1 , QG ?, ¨y1 : .  . FL M G
s Q xL u , ? , Q xx M x¨ , ? x , : .  . F F L l M L l M L l M
F F F .xgL _S L, M rMG
pour tous u g LF et ¨ g M F .uni uni
On posera, pour tous u g LF et ¨ g M F ,uni uni
QG u , ¨ s QG ?, uy1 , QG ?, ¨y1 : .  .  . FL , M L M G
y Q xL u , ? , Q xx M x¨ , ? x . : .  . F F L l M L l M L l M
F F F .xgL _S L, M rMG
La formule de Mackey pour les fonctions de Green est equivalente a laÂ Á
G  . F Fnullite de Q u, ¨ pour tous u g L et ¨ g M .Â L, M uni uni
2.3. Un lemme de recurrence. Soit f une fonction centrale sur G F etÂ
soit s un element semi-simple de G F. On definit une fonction centrale dG fÂ Â Â s
T  .sur C s de la maniere suivante:ÁG
f su si u est unipotent, .Gd f u s .s  0 sinon.
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Si s et t sont des elements semi-simples de G F et LF respectivement, alorsÂ Â
les formules du caractere 2.1.1 et 2.1.2 s'ecrivent:Á Â
T g1 C  s. LF GTG G
gd ( R s C s R ( d ( ad g # 2.3.1T .  .  .s L L C  s. sgFT LF
FL ? C s .G ggG
gsg L
dL (*RG s *RCG
T  t .( dG . 2.3.2T  .t L tC  t .L
Remarque. Si z g Z F, la formule du caractere 2.3.1 s'ecritÁ Â
dG ( RG s RG ( dL . 2.3.3 .z L L z
Deux fonctions centrales l et l9 sur LF sont egales si et seulement si lesÂ
fonctions dLl et dLl9 sont egales pour tout element semi-simple s g LF.Â Â Âs s
Pour verifier la formule de Mackey, il est donc equivalent de verifier lesÂ Â Â
egalites obtenues en composant a gauche chaque membre par l'applicationÂ Â Á
L  F .d ou s parcourt l'ensemble des elements semi-simples de L .Á Â Âs
 .  .On notera T G, L, M l'ensemble des triplets G9, L9, M9 ou G9 est unÁ
sous-groupe reductif connexe F-stable de G de meme rang, et ou L9 et M9Â Ã Á
sont des sous-groupes de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques de
G9 tels que L9 est contenu dans un conjugue de L sous G F et M9 estÂ
F  .contenu dans un conjugue de M sous G et tels que G9, L9, M9 ne soit pasÂ
 . F conjugue a G, L, M sous G on a alors dim G9 q dim L9 q dim M9 -Â Á
.dim G q dim L q dim M . Cette notaton est introduite dans le but de
raisonner par recurrence sur l'entier naturel dim G q dim L q dim M.Â
 .  .LEMMA 2.3.4. On suppose M G9, L9, M9 pour tout G9, L9, M9 g
 . FT G, L, M . Soit s un element semi-simple de L , n'appartenant pas au centreÂÂ
de G. Alors
dL (*RG ( RG s dL ( R xL (*R xx M ( ad x #. .s L M s L l M L l M
F F F .xgL _S L, M rMG
Preu¨e. Cette preuve ne presente pas de difficultes: c'est simplementÂ Â
une application systematique des formules 2.3.1 et 2.3.2. En voici le detail.Â Â
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Puisque s n'est pas central dans G, alors, pour tout g g G F tel que
g  T  . T  . T  ..  .gs g M, le triplet C s , C s , C s appartient a T G, L, M . On aÁG L M
donc:
1
L G Gd (*R ( R ss L M FTFM ? C s .G
T T gC  s. C  s. MF G GT
g= C s *R ( R ( d ( ad g #T T .  . M C  s. C  s. sgL M
FggG
gsg M
1
s
FTFM ? C s .G
F FhT T
gC s l C s .  .L M
=   FT
T TF F C s .  .  ..T g LggG hgS C s , C sL MC  s.Ggsg M
= R
CL
T  s. (*R
hCg M
T  s. ( ad h #( d
g M( ad g #T T T T  .  .h hC  s.l C  s. C  s.l C  s. sg gL M L M
FT
h gC s .L l Ms   F FT TF
T TF F M ? C s ? C s .  .  .  ..T g G LggG hgS C s , C sL MC  s.Ggsg M
= R
CL
T  s. (*RCh g M
T  s. ( d
h g M( ad hg #T T  .C  s. C  s. sh g h gL l M L l M
ou la premiere egalite vient de 2.3.1 et 2.3.2 et la deuxieme deÁ Á Â Â Á
 T  . T  . T  ..gM C s , C s , C s applique sous la forme 1.5.2. D'autre part, on aÂG L M
dL ( R xL (*R xx M ( ad x # . s L l M L l M
F F F .xgL _S L, M rMG
xF FL l M xL L M
x xs d ( R (*R ( ad x # . s L l M L l MF FL ? MF .xgS L, MG
1 FT
l xs C s .  L l MFTF F
F FL ? M ? C s . . LxgS L, M lgLG l xsgLl M
= R
CL
T  s. (*RCl x M
T  s. ( d
l x M( ad lx #.T T  .C  s. C  s. sl x l xL l M L l M
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En prenant y s lx comme nouvelle variable dans le dernier membre
obtenu, on obtient:
dL ( R xL (*R
x M ( ad x # .x s L l M L l M
F F F .xgL _S L, M rMG
FT
T T yyC s . C  s. C  s. MyL l M L Ms R (*R ( d ( ad y #.T T  . C  s. C  s. sy yFT L l M L l MF
F M ? C s . . LygS L, MG
ysgLl M
 .Le lemme 2.3.4 resulte du fait que l'application g, h ¬ hgÂ
 . F T  .F genvoie les couples g, h g G = C s tels que s g M et h gG
 T  . T  ..F  .FT gS C s , C s surjectivement sur l'ensemble des y g S L, MC  s. L M GG y T F<  . <tels que s g L l M et a toutes ses fibres de cardinal C s .G
 .  .COROLLAIRE 2.3.5. On suppose M G9, L9, M9 pour tout G9, L9, M9 g
 . F FT G, L, M . Soient l et m deux fonctions centrales sur L et M respecti¨ e-
ment. Alors:
1
G y1 y1 GR l, m s l z¨ m z w Q ¨ , w . .  .  .  . L , M L , MF FL ? M F FzgZ ¨gL uni
FwgM uni
Preu¨e. On pose
P l, m s RG l, RG m , : . FL M G
Q l, m s *R xL l, *R xx M xm x . : . F F L l M L l M L l M
F F F .xgL _S L, M rMG
Si f et g sont deux fonctions centrales sur LF, on a
1 FT L L
F : T Ff , g s C s d f , d g . : .L  .C sL s s LFL FsgL s
Par consequent, on a:Â
P l, m s l, *RG ( RG m : .  . FL M L
1 FT L L G G
T Fs C s d l , d (*R ( R m : .  .  .  .C sL s s L M LFL FsgL s
s dL l , dL (*RG ( RG m : .  . F z z L M L
FzgZ
1 FT L L G G
T Fq C s d l , d (*R ( R m . : .  .  .  .C sL s s L M LFL FsgL s
FsfZ
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De meme,Ã
Q l, m s l, R xL (*R xx M xm : . F L l M L l M L
F F F .xgL _S L, M rMG
1 FTs C s . LFL FsgL s
= dLl, dL ( R xL (*R xx M xm T F : s s L l M L l M C  s.L
F F F .xgL _S L, M rMG
s dLl, dL ( R xL (*R xx M xm : F  z z L l M L l M L
F F F F .zgZ xgL _S L, M rMG
1 FTq C s . LFL F F F F .sgL xgL _S L, M rMs G
FsfZ
= dLl, dL ( R xL (*R xx M xm T F . :s s L l M L l M C  s.L
Par consequent, compte tenu du lemme 2.3.4 et de la formula 2.3.3, on aÂ
RG l, m s RG dL l , dM m , .  .  . .L , M L , M z z
FzgZ
ce qui est une autre ecriture du resultat annonce.Â Â Â
PROPOSITION 2.3.6. Les proprietes sui¨ antes sont equi¨ alentes:ÂÂ Â
 .  .i La formule de Mackey a lieu pour tout triplet G, L, M .
 .ii La formule de Mackey pour les fonctions de Green a lieu pour tout
 .triplet G, L, M .
Preu¨e. On raisonne par recurrence sur dim G q dim L q dim M. IlÂ
 .  .resulte du corollaire 2.3.5 que ii implique i .Â
 . FSupposons maintenant i . Soient ¨ et w deux elements unipotents de LÂ Â
F  .y1et M . On note l respectivement m la fonction caracteristique de laÂ¨ w
 y1 . F classe de conjugaison de ¨ respectivement w dans L respectivement
F .M . On a alors, toujours d'apres le corollaire 2.3.5,Á
1
G G
y10 s R l , m s Q ¨ , w .  .L , M ¨ w L , MFF y1C ¨ ? C w .  .L M
 .ce qui montre ii .
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3. FONCTIONS ABSOLUMENT CUSPIDALES
3.1 DEFINITION. On a defini les caracteres irreductibles cuspidaux d'unÂ Â Á Â
groupe reductif comme etant ceux dont les restrictions de Harish-ChandraÂ Â
sont nulles. La notion de fonction absolument cuspidale est l'analogue
lorsque l'on considere les restrictions de Lusztig:Á
DEFINITION 3.1.1. Une fonction centrale g sur G F est dite absolumentÂ
cuspidale si, pour tout sous-groupe parabolique propre P de G et pour tout
sous-groupe de Levi F-stable L de P, on a:
*RG g s 0. .L ; P
Comme consequence immediate de la formule 2.3.2, on obtient laÂ Â
 . FPROPOSITION 3.1.2. a Une fonction centrale f sur G est absolument
cuspidale si et seulement si dG f est une fonction absolument cuspidale surs
T  .F FC s pour tout element semi-simple s de G .ÂÂG
 . Fb Soit f une fonction centrale absolument cuspidale sur G et soit s
un element semi-simple de G F tel que dG f / 0. Alors s est isole dans GÂÂ Âs
 T  .c'est-a-dire que C s n'est contenu dans aucun sous-groupe de Le¨i d'unÁ G
.sous-groupe parabolique propre de G .
 . nOn notera N L, M l'ensemble des elements n de G tels que M s L.Â ÂG
Soient l et m deux fonctions absolument cuspidales sur LF et M F
respectivement. On a alors
G G G  n : FR l, m s R l , R m y l, m . : .  .  . F  LL , M L M G
F F F .ngL _N L , M rMG
 .Cette egalite sera notee A G, L, l, M, m .Â Â Â
3.2. Un autre lemme de recurrence. Ce lemme va nous permettre, enÂ
raisonnant par recurrence, de n'avoir a verifier la formule de Mackey queÂ Á Â
pour les fonctions absolument cuspidales.
LEMME 3.2.1. Soit K un sous-groupe de Le¨i F-stable d'un sous-groupe
 .parabolique de L. On suppose que la formule de Mackey M G, K, M a lieu et
 .F  x .que, pour tout x g S L, M , la formule de Mackey M L, L l M, K aG
aussi lieu. Alors, pour toutes fonctions centrales x et m sur K F et M F
respecti¨ ement, on a
RG RL x , m s 0. .L , M K
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 .Preu¨e. Puisqu'on suppose M G, K, M , on a:
RG RL x , RG m : .  . F .L K M G
zF FK l M z zK M
zz zs *R x , *R m . : . F F . K l M K l M K l MF FK ? M .zgS K, MG
 x .  .FUtilisons maintenant M L, L l M, K pour tout x g S L, M . OnG
obtient:
xF FL l M x xL L M
x x*R R x , *R m x : .  . F F . L l M K L l M L l MF FL ? MF .xgS L, MG
x x yF F F F FL l M L l M l K
s   xF F F F FL ? M L l M ? KxF F .  .xgS L, M ygS Ll M , KG L
= R x yL l
x M (*R x yy K yx , *R xx M xm x : F F .  .L l M l K L l M l K L l M L l M
x yF FM l K
s   F F FL ? M ? KxF F .  .xgS L, M ygS Ll M , KG L
= *Rx y
y K yx , *Rx y
x M xm x y : F F .  .M l K M l K M l K
y1y xF FK l M
s  F F FL ? M ? K .x , y gM
= *R yy 1 xK x , *R y1
yy1 x M yy1 xm . y x y1 . ;K l M y xK l M F FK l M
 .  F .2  .Fou M l'ensemble des couples x, y g G tels que x g S L, M etÁ G
 x .Fy g S L l M, K . Le lemme 3.2.1 resulte alors du fait que l'applicationÂL
FM ª S K, M .G
x , y ¬ yy1 x .
F< <est surjective et a toutes ses fibres de cardinal L .
On retrouve, grace au lemme 3.2.1, le resultat suivant bien connu cf.,Ã Â
w  .x.par exemple, DM2, proposition 2.1, d :
F  F .COROLLAIRE 3.2.2. Si toutes les fonctions centrales sur L ou sur M
 .sont uniformes, alors la formule de Mackey M G, L, M est ¨raie.
 .Preu¨e. Cf. ii de la proposition 1.5.3.
FORMULE DE MACKEY 219
Le lemme 3.2.1 sera utilise par la suite sous la forme suivante:Â
 .COROLLAIRE 3.2.3. On suppose M G9, L9, M9 pour tout triplet
 .  .G9, L9, M9 g T G, L, M . Soit K un sous-groupe de Le¨i F-stable d'un
sous-groupe parabolique propre de L. Alors, pour toutes fonctions centrales x
et m sur K F et M F respecti¨ ement, on a
RG RL x , m s 0. .L , M K
3.3. Reduction de la formule de Mackey aux fonctions absolument cuspi-Â
dales. Comme annonce, le lemme 3.2.1 permet de se ramener a laÂ Á
verification de la formule de Mackey pour les fonctions absolumentÂ
cuspidales seulement:
 .PROPOSITION 3.3.1. La formule de Mackey a lieu pour tout triplet G, L, M
 .si et seulement si pour tout triplet G, L, M et pour toutes fonctions absolu-
F F G  .ment cuspidales l et m sur L et M respecti¨ ement, on a R l, m s 0.L, M
Preu¨e. La deuxieme assertion est un cas particulier de la formule deÁ
Mackey. On suppose donc la deuxieme assertion vraie. Pour montrerÁ
qu'elle implique la formule de Mackey, on raisonne par recurrence surÂ
 .dim G q dim L q dim M, de sorte que l'on peut supposer M G9, L9, M9
 .  .pour tout G9, L9, M9 g T G, L, M . On notera L l'ensemble des sous-
groupes de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques propres de L.
Soient l et m deux fonctions centrales sur LF et M F respectivement. On
ecrit l s l9 q l0 ou l9 est une fonction absolument cuspidale de LF etÂ Á
l0 s a RL x . K K K
KgL
ou les a sont des elements de Q et les x sont des fonctions centralesÁ Â ÂK l K
F  .sur K K g L .
On a alors
RG l, m s RG l9, m q RG l0 , m .  .  .L , M L , M L , M
s RG l9, m .L , M
d'apres le corollaire 3.2.3 en utilisant l'hypothese de recurrence. On peutÁ Á Â
donc supposer que l est absolument cuspidale. De meme, on peut sup-Ã
poser que m est absolument cuspidale, et donc, par hypothese, on aÁ
RG l, m s 0, .L , M
ce qui montre la proposition.
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Â4. SERIES DE LUSZTIG
4.1. Dual de G. On notera B un sous-groupe de Borel de G et T un0 0
 U .tore maximal F-stable de B . On note G*, T , F* un triplet dual de0 0
 .G, T , F , au sens de Deligne]Lusztig. On notera Z* le centre de G*.0
 .On notera L* respectivement M* un sous-groupe de Levi F*-stable
 .d'un sous-groupe parabolique P* respectivement Q* de G* qui soit un
 .dual de L respectivement M .
= =Ayant choisi un morphisme injectif i: F ª Q , il existe une bijectionl
F  . entre l'ensemble des classes de G -conjugaison de couples T, u ou T estÁ
F .un tore maximal F-stable de G et u est un caractere lineaire de T etÂ Â
F*  . l'ensemble des classes de G* -conjugaison de couples T*, s ou s est unÁ
element semi-simple de G*F* et T* est un tore maximal F*-stable de G*Â Â
.  .  .contenant s . Si deux tels couples T, u et T*, s se correspondent via
cette bijection, on posera:
RG s s RG u . .  .T* T
4.2. Series de Lusztig. Si s est un element semi-simple de G*F*, onÂ Â Â
 .   . .notera s ou s s'il y a confusion possible la classe de conjugaison deG*
w x  w x .F *s sous G*, appelee classe de conjugaison geometrique de s et s ou sÂ Â Â G*
la classe de G*F*-conjugaison de s, appelee classe de conjugaisonÂ
rationnelle de s.
On appelle serie de Lusztig geometrique respectivement serie de LusztigÂ Â Â Â
. F  F  .. rationnelle de G associee a s, et on note E G , s respectivementÂ Á
 F w x.. FE G , s l'ensemble des caracteres irreductibles de G contenus dans lesÁ Â
G  . R s9 ou s9 est un element semi-simple geometriquement respective-Á Â Â Â ÂT*
.ment rationnellement conjugue a s et T* est un tore maximal F*-stableÂ Á
de G* contenant s9.
w xOn a alors, d'apres DL1, corollaire 6.3 ,Á
?
F FIrr G s E G , s .  . .D
 .s
 .ou s parcourt l'ensemble des classes de conjugaison geometriqueÁ Â Â
d'elements semi-simples de G*F*.Â Â
D'autre part, si s est un element semi-simple de G*F*, on aÂ Â
?
F F w xE G , s s E G , t . .  .D
w x  .t ; s
 w x.cf., par exemple, DM1, theoreme 14.51 . Par consequent,Â Á Â
?
F F w xIrr G s E G , s .  .D
w xs
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w xou s parcourt l'ensembles des classes de conjugaisons rationnelles semi-Á
simples de G*F*.
Remarque. Si s est un element semi-simple de G*F*, l'ensemble desÂ Â
 .classes de conjugaison rationnelles contenues dans s est en bijection avec
1  . T  ..  .l'ensemble H F*, C s rC s . En particulier, si C s est connexe,G* G* G*
 F  ..  F w x.alors E G , s s E G , s .
4.3. Groupes reductifs ayant meme groupe deri¨ e. Suivant les idees deÂ Ã Â Â Â
Äw x DL1 , il existe un groupe reductif connexe G defini sur F on note encoreÂ Â q
Ä Ä .F: G ª G l'endomorphisme de Frobenius correspondant verifiant lesÂ
proprietes suivantes:Â Â
Ä Ä .a G est un sous-groupe ferme de G, et l'injection i: G ¨ G estÂ
definie sur F ,Â q
Ä .b Le groupe derive de G est egal au groupe derive de G,Â Â Â Â Â
Ä Ä .c Le centre Z de G est connexe.
Ä Ä Ä ÄOn pose L s L ? Z et P s P ? Z. Alors P est un sous-groupe parabolique
Ä Ä Äde G et L est un sous-groupe de Levi F-stable de P. Le radical unipotent
Äde P est egal a U. on aÂ Á
?
ÄG GY s g ? Y .DU U
F FÄggG rG
ÄG y1  .En effet, si x g Y , alors x F x g U ; G et donc, par le theoreme deÄ Ä Ä Â ÁU
y1 y1 y1 Ä F .  .Lang, il existe x g G tel que x F x s x F x , d'ou xx g G , ce quiÄ Ä Á Ä
montre l'inclusion du membre de gauche dans le membre de droite.
L'autre inclusion est evidente.Â
De meme, on a:Ã
?
ÄG GY s Y ? l.DU U
F FÄlgL rL
ÄG F F F FÄ Ä Ä .  .En effet, si x g Y , alors xG g GrG , LrL , L rL , donc ilÄ ÄU
Ä F Gexiste x g G et l g L tels que x s xl et on verifie que x g Y ce quiÄ Â U
donne a nouveau l'inclusion du membre de gauche dans le membre deÁ
droite. L'autre inclusion est evidente.Â
Ä FPar consequent, on a, pour tout i g N, un isomorphisme de G -Â
module-LF,
Äi G F i GÄ FH Y , Q , Q G m H Y , Q , 4.3.1 . . .c U l l Q G c U ll
F Ä Fainsi qu'un isomorphisme de G -module-L
Äi G i G FÄFH Y , Q , H Y , Q m Q L . 4.3.2 . . .c U l c U l Q L ll
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On deduit immediatement de ces deux isomorphismes laÂ Â
Ä F Ä Ä FG G G L . F FPROPOSITION 4.3.3. i Res ( R s R (Res .ÄG L L L
F Ä FÄ ÄGL G G . F Fii Res (*R s *R (Res .ÄL L L G
 . F Fiii Soient u et ¨ deux elements unipotents de G et L respecti¨ ement.ÂÂ
Alors
ÄG g lG GQ u , ¨ s Q u , ¨ s Q u , ¨ . .  .  . Ä L LL
F F F FÄ ÄggG rG lgL rL
Ä Ä ÄNotons T s T ? Z. C'est un tore maximal F-stable de G. Si on note0 0
Ä ÄU .G*, T , F* un triplet dual, au sens de Deligne]Lusztig, du triplet0
Ä Ä Ä .G, T , F , alors l'injection i: G ¨ G induit un morphisme surjectif0
Ä y1 U ÄU .i*: G* ª G* defini sur F tel que i* T s T . Le noyau Ker i* de i*Â q 0 0
Ä Äest un tore central F*-stable de G*, dual du tore GrG. On a donc un
isomorphisme
nF* F FÄKer i* ª G rG .  .
z ¬ z .Ã
Soit s un element semi-simple de G*F*. Puisque Ker i* est connexe, ilÂ Â
resulte du theoreme de Lang qu'il existe un element semi-simple s deÂ Â Á Â Â Ä
Ä F*  .G* tel que i* s s s. Compte tenu de la formule du caractere 2.1.1, on a,Ä Á
Ä Äpour tout tore maximal F*-stable T* de G contenant s et pour toutÄ
 .F*z g Ker i* ,
Ä ÄG G
R s m z s R sz . 4.3.4 .  .  .Ä Ã ÄÄ ÄT* T*
On en deduit immediatement leÂ Â
 .F*LEMME 4.3.5. Pout tout z g Ker i* , l'application
Ä F Ä FF * F *w x w xE G , s ª E G , szÄ ÄÄ Ä .  .G* G*
g ¬ g m zÃ
est bijecti¨ e.
Ä F FLEMME 4.3.6. Soient g et g deux caracteres irreductibles de G et GÄ Á Â
Ä FG FÄ :  w x .F F *respecti¨ ement tels que Res g , g / 0. Si g g E G , s , alors g gÄ Ä Ä ÄG G*
 F w x .F *E G , s .G*
Ä Ä .Preu¨e. Puisque Z est connexe, le groupe D G* est simplement con-
 .  w x.nexe et donc C s est connexe cf. S, theoreme 8.1 . Par suite, la serieÄ Â Á ÂÄG*
Ä F  . .de Lusztig geometrique E G , s coõncide avec la serie de LusztigÂ Â Ä È ÂÄG*
Ä F w x .F *rationnelle E G , s .Ä ÄG*
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Ä F w x .F *Supposons que g g E G , s . Soit T un tore maximal F-stable de GÄ Ä ÄG*
et soit u un caractere lineaire de T F tel queÁ Â
g , RG u / 0. : . FT G
Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T. On note U son radicalB
unipotent. Il existe un entier i tel que g soit une composante irreductibleÂ
de
i G
FH Y , Q m Q , /c U l Q T luB l
F Fou Q designe le T -module irreductible de dimension 1 sur lequel TÁ Â Âlu
agit via u .
Ä Ä Ä .Soit T le tore maximal F-stable de G contenant T et soit u un
Ä F Ä .caractere lineaire de T prolongeant u . On note T*, s9 un couple formeÁ Â Ä Â
Ä Ä Ä F*d'un tore maximal F*-stable T* de G* et d'un element s9 g T* associeÂ Â Ä Â
Ä Ä Ä .  .  .au couple T, u . On pose T* s i* T* et s9 s i* s9 . On a doncÄ
g , RG s9 / 0, : . FT* G
 F w x .F *c'est-a-dire g g E G , s9 .Á G*
 .F*Alors, d'apres l'isomorphisme 4.3.2, il existe un element z g Ker i*Á Â Â
tel que
Äi G
Fg m z , H Y , Q m Q / 0,Ä Ã ;Ä Ä /c U l Q T lu FB l ÄG
F FÄ Äou Q designe le T -module irreductible de dimension 1 sur lequel TÁ Â ÂÄlu
Ä wagit via u . Par suite, il resulte du lemme 4.3.5 et de DM1, propositionÂ
x13.3 , que s9 et sz sont geometriquement donc rationnellement conjuguesÄ Ä Â Â Â
Ä .  .  .car le centre de G est connexe . Par suite, i* s9 s s9 et i* s s s sontÄ Ä
F w x .F *rationnellement conjugues. Donc g g E G , s .Â G*
Remarque. Les resultats 4.3.1 a 4.3.6 restent vrais meme lorsque leÂ Á Ã
Ä  .  .groupe G verifie seulement les hypotheses a et b de 4.3: la connexite duÂ Á Â
Äcentre de G n'intervient a aucun moment dans leur demonstration saufÁ Â
Äpour le lemme 4.3.6. Dans ce dernier cas, si on suppose que G ne verifieÂ
Ä .  .que a et b , on utilise le fait qu'il existe un groupe reductif connexe G9Â
Ä  .  .  .defini sur F , contenant G et verifiant a , b et c . Le lemme 4.3.6 etantÂ Â Âq
Ä F F Ä F Ä Fvrai pour la restriction de G9 a G et pour la restriction de G9 a G , ilÁ Á
Ä F Fsera vrai pour la restriction de G a G .Á
4.4. Foncteurs de Lusztig et series de Lusztig rationnelles. Le but de ceÂ
paragraphe est de montrer que les foncteurs de Lusztig stabilisent les
series de Lusztig rationnelles. C'est un resultat connu cf. par exemple,Â Â
w x.DLM , mais je n'en connais pas de demonstration ecrite.Â Â
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COROLLAIRE 4.4.1. On suppose que s g L*F*. Soit l un caractereÁ
irreductible de LF et soit g un caractere irreductible de G F tel queÂ Á Â
 G  . :R l , g / 0.L
 F w x .  F w x .F * F *Si l g E L , s , alors g g E G , s .L* G*
w xPreu¨e. D'apres L1, corollaire 6 , le corollaire 4.4.1 est vrai pour leÁ
Ägroupe G.
 F w x .F *D'apres le lemme 4.3.6, les elements de E L , s sont les com-Á Â Â L*
Ä F  . .posantes irreductibles des restrictions des elements de E L , s . SoitÂ Â Â Ä ÄL*
T* un tore maximal F*-stable de L* tel que l soit une composante
L Ä .irreductible de R s . On note T* l'image reciproque de T* par i*.Â ÂT*
Ä Ä Ä ÄSoit T un tore maximal F-stable de L dual de T*, et soit u le caractereÁ
Ä F Älineaire de T associe a s. On pose T s T l L et on note u la restrictionÂ Â Á Ä
Ä Fde u a T . Alors T est un tore maximal F-stable de L dual de T* et u estÁ
le caractere lineaire de T F associe a s. On note B un sous-groupe deÁ Â Â Á L
Borel de L contenant T et U le radical unipotent de B .L L
Par hypothese, il existe un entier naturel i tel que g soit une com-Á
i G . Fposante irreductible de H Y , Q m l, et il existe un entier j telÂ c U l Q Ll
j L . Fque l soit une composante irreductible de H Y , Q m u . PuisqueÂ c U l Q TL l
Y G s Y G = F Y L , il resulte de la formule de Kunneth que g est uneÂ ÈU ?U U L UL L iq j G . Fcompostante irreductible de H Y , Q m u . On deduit alors deÂ Âc U ?U l Q TL l
l'isomorphisme 4.3.2 que g est une composante irreductible d'un caractereÂ Á
Ä Firreductible g de G , lui-meme composante irreductible deÂ Ä Ã Â
Äiq j G Ä . FH Y , Q m u . Par consequent, le corollaire 4.4.1 etant vrai pourÂ ÂÄc U ?U l Q TL lÄ Ä F Ä F  . .  w x .F *G, le caractere g appartient a E G , s s E G , s , ce qui montreÁ Ä Á Ä ÄÄ ÄG* G*
F w x .F *que g appartient a E G , s d'apres le lemme 4.3.6.Á ÁG*
Â4.5. Elements semi-simples quasi-isoles. On rappelle que l'element s estÂ Â Â Â
T  .dit isole dans G* si C s n'est contenu dans aucun sous-groupe de LeviÂ G*
d'un sous-groupe parabolique propre de G*. On pose la
DEFINITION 4.5.1. L'element semi-simple s de G* sera dit quasi-isoleÂ Â Â Â
 .  .dans G* si son centralisateur C s n'est contenu dans aucun sous-G*
groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique propre de G*.
On note FU le systeme de racines de G* relativement a TU. On noteÁ Á0 0
 U:  U . U  .F le sous-groupe de X T engendre par F . On notera L GÂ0 0 0
 U:  U: Ul'ensemble des indices des sous-groupes F dans F lorsque F1 0 1
parcourt l'ensemble des sous-systemes de racines de FU de meme rang:Á Ã0
LEMME 4.5.2. Soit s un element isole de G*. Alors l'ordre de l'image de sÂÂ Â
 .dans G*rZ* di¨ ise un element de L G .ÂÂ
Preu¨e. On peut supposer que s g TU. On note FU le systeme deÁ0 1
T  . Uracines de C s relativement a T . On aÁG* 0
FU s a g FU N a s s 1 . 4 .1 0
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Puisque s est isole dans G*, le systeme de racines FU est de meme rangÂ Á Ã1
U < U:  U: < dque F . Par consequent, si on note d s F r F , alors s g Z* etÂ0 0 1
 .d g L G .
COROLLAIRE 4.5.3. Soit Z* le centre de G*. Soit s un element quasi-isoleÂÂ Â
de G*. Alors l'ordre de l'image de s dans G*rZ* di¨ ise un des nombres
< <  .ZrZ8 ? r, ou r parcourt l'ensemble des elements de L G .Á ÂÂ
<  . T  . <Preu¨e. On pose k s C s rC s . Il est bien connu que k diviseG* G*
l'ordre de ZrZ8 on va le redemontrer car on aura besoin de la demonstra-Â Â
. ktion . Compte tenu du lemme 4.5.2, il suffit de montrer que s est isole.Â
Ä Ä Ä .  .On note A s Ker i* l D G* ou D G* designe le groupe derive de G*.Á Â Â Â
On rappelle que
< <A s ZrZ8 . ) .
En effect, si n est un entier naturel non nul tel que F n agisse trivialement
sur ZrZ8 et tel que F*n agisse trivialement sur A, alors il resulte deÂ
w  .x 1 n .n F*n  .nDLM, 3.12.1 que H F , Z , A , c'est-a-dire ZrZ8 , A.Á
Ä  .Soit s un element de G* tel que p s s s. On considere l'applicationÄ Â Â Ä Á
u : C s ª A .s G*
y1 y1g ¬ gsg s s g , sÄÄÄ Ä Ä Ä
Ä  .   .ou g est un element de G* tel que i* g s g on remarque que u g neÁ Ä Â Â Ä s
.depend pas du choix de g . D'autre part, u est un morphisme de groupes.Â Ä s
 . Le centralisateur C s est connexe par le meme argument que dansÄ ÃÄG*
. T  . la demonstration du lemme 4.3.6 et son image par i* est C s cf., parÂ G*
w  .x.exemple, DM1, proposition 2.3, ii . Le noyau de u est donc exactements
T  .  . T  .C s . En particulier, C s rC s est isomorphe a un sous-groupe deÁG* G* G*
< <  .A, donc k divise ZrZ8 d'apres ) .Á
k T  k .Pour montrer que s est isole, il suffit de montrer que C s contientÂ G*
 .  .  k . k T  .C s . Soit donc g g C s . On a alors u g s 1 car g g C s . Or,G* G* s G*
 k .  .k  .kpar un calcul facile, u g s u g s u g . Donc g est dans le noyau des s s
T k .ku donc appartient a C s .Ás G*
5. FORMULE DE MACKEY POUR q GRAND
Â  .5.1. Enonce. On notera l G le plus grand element de la reunion desÂ Â Â Â
 .L G9 , ou G9 parcourt l'ensemble des sous-groupes reductifs connexes deÁ Â
 . < <G de meme rang. On notera i G le plus grand des nombres Z9rZ98 ou Z9Ã Á
parcourt l'ensemble des centres des sous-groupes reductifs connexes F-sta-Â
bles de G de meme rang.Ã
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 .  .2THEOREME 5.1.1. Si q ) 1 q l G i G , alors la formule de MackeyÂ Á
 .M G, L, M ainsi que la formule de Mackey pour les fonctions de Green pour
G ont lieu.
 .  .2Preu¨e. On suppose donc que q ) 1 q l G i G . On va montrer le
theoreme 5.1.1 par recurrence sur n s dim G q dim L q dim M. La recur-Â Á Â Â
rence demarre compte tenu de la proposition 1.5.3. On peut donc supposerÂ
 .  .que, pour tout triplet G9, L9, M9 g T G, L, M , la formule de Mackey
 .pour les fonctions de Green pour tout le triplet G9, L9, M9 ainsi que
 .   .  .2  .  .M G9, L9, M9 ont lieu en effet, q ) 1 q l G9 i G9 car l G9 F l G et
 .  ..i G9 F i G . On peut aussi supposer que L et M sont differents de G carÂ
sinon, il n'y a rien a montrer.Á
Soient l et m deux caracteres irreductibles de LF et M F respectivement.Á Â
G  .  .On veut montrer que R l, m s 0. Soit s respectivement t un ele-Â ÂL, M
F*  F*.  F w x .F *ment semi-simple de L* respectivement M* tel que l g E L , s L*
  F w x ..F *respectivement m g E M , t .M*
LEMME 5.1.2. Si les elements s et t ne sont pas conjugues sous G*F*, alorsÂÂ Â
G  .R l, m s 0.L, M
Preu¨e. Il resulte immediatement du corollaire 4.4.1 que les deuxÂ Â
G  .   .  .membres de R l, m notes P l, m et Q l, m dans la demonstrationÂ ÂL, M
.du corollaire 2.3.5 sont nuls.
LEMME 5.1.3. Si s n'est pas quasi-isole dans L*, ou si t n'est pasÂ
quasi-isole dans M*, alorsÂ
RG l, m s 0. .L , M
Preu¨e. Supposons que s n'est pas quasi-isole dans L*. Soit K* l'inter-Â
section des sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques de L*
 .contenant C s . Alors K* est un sous-groupe de Levi F*-stable d'unL*
sous-groupe parabolique de L* et K* / L* par hypothese. On note K unÁ
sous-groupe de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique de L dual de
w x FK. D'apres L1, corollaire 9 , il existe un caractere irreductible x de K telÁ Á Â
que l s « « RL x . Par suite, il resulte du corollaire 3.2.3 queÂL K K
G  .R l, m s 0.L, M
La formule de Mackey etant auto-duale, on a symetriquementÂ Â
G  .R l, m s 0 si t n'est pas quasi-isole dans M*.ÂL, M
Compte tenu des lemmes 5.1.2 et 5.1.3 on supposera par la suite que s et
t sont conjugues sous G*F* et on prendra meme s s t, et on pourra aussiÂ Ã
supposer que s est quasi-isole dans L* et M*.Â
LEMME 5.1.4. Si s n'est pas quasi-isole dans G*, alorsÂ
RG l, m s 0. .L , M
FORMULE DE MACKEY 227
Preu¨e. Soit K* l'intersection des sous-groupes de Levi de sous-groupes
 .paraboliques de G* contenant C s . Alors K* est un sous-groupe de LeviG*
 .F*-stable d'un sous-groupe parabolique de G*, contenant C s , et dis-G*
tinct de G*. Le groupe K* l L* est un sous-groupe de Levi d'un sous-
 .groupe parabolique de L* contenant C s , donc K* contient L* car s estL*
quasi-isole dans L*. De meme, K* contient M*.Â Ã
Soit K un sous-groupe de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique de
G dual de K*. On peut supposer que L et M sont contenus dans K.
w x GD'apres DM1, remarque 13.28 , le foncteur R induit une isometrieÁ ÂK
G F F
F * F *w x w xR : Q E K , s ª Q E G , s . .  .K* G*K l l
Par consequent,Â
RG l, RG m s RKl, RK m :  : FL M L M K
s *R xL l, *R xx M xm x : F F L l M L l M L l M
F F F .xgL _S L, M rMK
 .car, par hypothese de recurrence, la formule de Mackey M K, L, M a lieu.Á Â
 .FIl suffit donc de montrer que, si x est un element de S L, M n'apparte-Â Â G
nant pas a K, alorsÁ
*R xL l, *R x
x M xm x s 0. : F FL l M L l M L l M
 .FSoit donc x g S L, M tel queG
*R xL l, *R x
x M xm x / 0. a :  .F FL l M L l M L l M
On a une bijection naturelle entre
F F*F F F* F*L _ S L, M _ M et L* _ S L*, M* rM* . .  .G G*
 .F* x*Il correspond donc a x un element x* de S L*, M* tel que L* l M*Á Â Â G*
soit un dual de L lx M. Il resulte de la non-nullite du membre de gaucheÂ Â
 . F*de a et du corollaire 4.4.1 qu'il existe un element l g L* et un elementÂ Â Â Â
F* l x*m . y1m g M* tel que s s s . Par consequent, l x*m centralise s doncÂ
appartient a K*, et donc x* appartient a K* car L* et M* sont contenusÁ Á
dans K*. Par suite, x g K car L et M sont contenus dans K.
On peut donc supposer dorenavant que l'element semi-simple s estÂ Â Â
quasi-isole dans L*, M* et G*. On se fixe d'autre part un tore maximalÂ
F*-stable T* de L* contenant s. On notera W * le groupe de Weyl de G*
relativement a T*. On notera F* le systeme de racines de G* relativementÁ Á
a T*.Á
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 .F* FSi z g Z L* , on notera z le caractere lineaire de L induit par z.Ã Á Â
F* Ä F* F .   . . D'autre part, si z g Z L* l i* D G* , alors z est trivial sur Z cf.Ã
w  .x.DL, proposition 5.11, i .
F* Ä F* .   . .LEMME 5.1.5. Il existe un element z g Z L* l i* D G* tel que szÂÂ
et s ne soient pas conjugues sous G*.Â
Ä F*  . .Preu¨e. D'apres le theoreme de Lang, l'indice de i* D G* dansÁ Â Á
 .F* < 1 . <  .F*D G* est egal a H F*, A . Donc, si on note i l'indice de Z L* lÂ Á
Ä F* F* F*  . .  .  .i* D G* dans Z L* l D G* alors i est inferieur ou egal aÂ Â Á
< 1 . < < <  .  .H F*, A . Finalement, i F ZrZ8 F i G d'apres l'egalite ) de laÁ Â Â
preuve du lemme 4.5.3.
 .F*  .F* Soit z g Z L* l D G* d'ordre superieur ou egal a q y 1 il enÂ Â Á
 .  .existe toujours car Z L* l D G* contient un tore de dimension
i F* Ä F*.  .   . .superieure ou egale a 1 . Vu que z appartient a Z L* l i* D G* , ilÂ Â Á Á
suffit, pour montrer le lemme 5.1.5, de prouver que
Les elements s et sz i ne sont pas conjugues sous G*.ÂÂ Â
On note m l'ordre de z i. Alors
q y 1
m G ) l G i G G l G ZrZ8 . w .  .  .  .
i
eÁme =  .Soit z une racine primitive m de l'unite dans F . Soit a g X T tel queÂ
 i.  i.a z s z il existe un tel a car m est l'ordre de z .
Supposons s et sz i conjugues sous G*. Alors il existe w g W * tel queÂ
i  .sz s w s . Par suite,
z s a z i s w a y a s . .  .  . .
 .Or, w a y a est une combinaison lineaire, a coefficients dans Z, d'ele-Â Á Â Â
ments de F*. Par consequent, l'ordre de z divise l'ordre de l'image de sÂ
dans G*rZ*, ce qui implique, compte tenu du lemme 4.5.3, que z k r s 1,
 . < <  .pour certains k g L G et r diviseur de ZrZ8 : cela contredit w .
F* Ä F* .   . .Soit donc z un element de Z L* l i* D G* tel que s et sz neÂ Â
soient pas conjugues sous G*. Alors, d'apres le lemme 5.1.2, on aÂ Á
RG l m z , m s 0 .ÃL , M
 F w x .F *car l m z g E L , sz . Or, par hypothese de recurrence, on a, d'apresÃ Á Â ÁL*
G  . G  .le corollaire 2.3.5, R l, m s R l m z, m , ce qui termine laÃL, M L, M
demonstration du theoreme 5.1.1.Â Â Á
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6. FORMULE DE MACKEY ET
ÁFAISCEAUX-CARACTERES
Cette section est consacree a etablir une autre demonstration de laÂ Á Â Â
formule de Mackey, independante de celle du theoreme 5.1.1, utilisant laÂ Â Á
theorie des faisceaux-caracteres de G. Lusztig en particulier les resultatsÂ Á Â
w x.de L2, L3, L4 . Le resultat que l'on obtient est un peu moins bon: on aÂ
 .besoin d'une petite restriction sur le nombre premier p, et la borne que
l'on donne pour l'entier q n'est pas explicite.
Â6.1. Enonce. Si F est un systeme de racines, on dira que p est presqueÂ Á
bon pour F si, pour toute composante irreductible F de F de typeÂ 0
exceptionnel, p ne divise aucun des coefficients de la plus grande racine
 . relativement a une base arbitraire de F c'est-a-dire si p est bon pourÁ Á0
.toute composante irreductible de F de type exceptionnel . On dira que pÂ
est presque bon pour G s'il est presque bon pour son systeme de racinesÁ
 .relatif a un tore maximal quelconque .Á
THEOREME 6.1.1. On suppose p presque bon pour G. Il existe uneÂ Á
constante q dependant seulement de la donnee radicielle associee a G telleÂ Â Â Á0
 .que la formule de Mackey M G, L, M a lieu si q ) q .0
6.2. Preu¨e du theoreme 6.1.1. En raisonnant par recurrence surÂ Á Â
dim G q dim L q dim M, le lemme 2.3.4 montre qu'il suffit de montrer la
formule de Mackey pour les fonctions a support dans Z F. G F et, puisque laÁ u
F  .translation par un element de Z est inoffensive cf. formule 2.3.3 , il suffitÂ Â
de la montrer pour les fonctions a support unipotent. D'autre part, compteÁ
G  .tenu de la proposition 3.3.1, il suffit de montrer que R l, m s 0L, M
lorsque l et m sont des fonctions absolument cuspidales a support dansÁ
LF et M F respectivement.uni uni
Soient donc l et m deux fonctions absolument cuspidales a supportÁ
F F  . w xunipotent de L et M respectivement. Le theoreme 1.14, b de L4Â Á
indique que, si p est presque bon et q est suffisamment grand, on obtient
une base de l'espace des fonctions absolument cuspidales a supportÁ
unipotent en prenant les fonctions caracteristiques de systemes locauxÂ Á
cuspidaux F-stables sur les classes de conjugaison unipotentes F-stables
de G. Il suffit donc de verifier la formule de Mackey lorsque l et m sontÂ
de telles fonctions.
Soit C une classe unipotente F-stable de L, et soit E un systeme localÁ1 1
L-equivariant F-stable cuspidal sur C . On choisit un isomorphismeÂ 1
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;
w : F*E ª E . On suppose donc que l s x ou x est la fonctionÁ1 1 1 E , w E , w1 1 1 1
sur LF definie parÂuni
Tr w , E si u g C F , .  . .1 1 1u ux u s .E , w1 1  0 sinon.
De meme, on suppose que m s x ou E est un systeme local cuspidalÃ Á ÁE , w 22 2
F-stable sur une classe de conjugaison unipotente F-stable C de M et2
;
w : F*E ª E est un isomorphisme.2 2 2
 .On note K respectivement K le faisceau pervers obtenu par induc-1 2
tion parabolique a partir du faisceau pervers associe au systeme localÁ Â Á
 .  .   .E G Q respectivement E G Q sur Z L 8 ? C respectivement Z L 8 ?1 l 2 l 1
.  .C et c : F*K ª K respectivement c : F*K ª K l'isomorphisme de2 1 1 1 2 2 2
 .faisceaux pervers induit par w respectivement w . On notera x etÄ1 2 K , w1 1F wx les restrictions de x et x a G . D'apres L4, theoremeÄ Á Á Â ÁK , w K , c K , c uni2 2 1 1 2 2
 .x1.14, a , on a
RG l s x , . ÄL K , c1 1
GR m s x . . ÄM K , c2 2
g gF  :Un element g de G est tel que M s L et l, m / 0 si et seulementÂ Â
g  . k ksi C s C et ad g *E , E ou E designe le systeme local dual deÁ Â Á2 1 2 1 1
E . D'autre part, s'il n'existe pas de tels g g G F, alors, d'apres le corollaireÁ1
w x9.11 de L3, partie II , on a
x , x s 0 :Ä Ä FK , w K , c1 1 2 2 G
 .et donc la formule A G, L, l, M, m est donc verifiee dans ce cas-la.Â Â Á
On peut donc supposer, et ce sera fait par la suite, que L s M, C s C ,1 2
k k w xE s E et w s w . D'apres L2, theoreme 9.2 , on a, pour tout n gÁ Â Á1 2 1 2
 .FN L ,G
nC s C ad n *E , E . .1 1 1 1
w xD'apres L3, partie II, lemme 9.8 et les formules 9.10.1 et 9.10.2 , on a,Á
 .Fpour tout n g N L ,G
q dn :l, m s
FZ L 8 .
 .ou d s dim C q dim Z L 8 y dim L. D'autre part, le corollaire 9.11 deÁ 1
w xL3, partie II , nous dit que
F
FN L rL .G dx , x s q . :Ä ÄK , c K , c F1 1 2 2 Z L 8 .
 .Cela montre la formule A G, L, l, L, m .
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7. QUELQUES APPLICATIONS DE LA FORMULE
DE MACKEY
On va rappeler dans cette section quelques consequences connues de laÂ
formule de Mackey.
7.1. Independance du choix du sous-groupe parabolique. Soit P9 unÂ
sous-groupe parabolique de G dont L est un sous-groupe de Levi. Le
resultat suivant se montre par recurrence sur dim G comme dans le cas ouÂ Â Á
 w x.P et P9 sont F-stables cf., par exemple, DM, proposition 6.1 :
 .  .2PROPOSITION 7.1.1. Supposons q ) 1 q l G i G . Alors
RG s RG ,L ; P L ; P 9
*RG s *RG .L ; P L ; P 9
7.2. Dualite d' Al¨ is]Curtis et foncteurs de Lusztig. On noteraÂ
D : KG F ª KG F l'operateur de dualite d'Alvis]Curtis. Le resultat sui-Â Â ÂG
wvant est demontre par exemple dans DM1, remarque suivant le theoremeÂ Â Â Á
x8.11 :
 .  .2PROPOSITION 7.2.1. Supposons q ) 1 q l G i G . Alors
« D ( RG s « RG ( D ,G G L L L L
« *RG ( D s « D (*RG .G L G L L L
BIBLIOGRAPHIE
w xDL1 P. Deligne et G. Lusztig, Representations of reductive groups over finite fields, Ann.
( )  .of Math. 2 103 1976 , 103]161.
w xDL2 P. Deligne et G. Lusztig, Duality for representations of a reductive group over a finite
 .field, II, J. Algebra 81 1983 , 540]545.
w xDLM F. Digne, G. Lehrer, et J. Michel, The characters of the group of rational points of a
 .reductive group with non-connected centre, J. Reine Angew Math. 425 1992 ,
155]192.
w xDM1 F. Digne et J. Michel, Representations of finite groups of Lie type, in London Math.
Soc. Students Texts, Vol. 21, Cambridge Univ. Press, Cambridge, UK, 1991.
w xDM2 F. Digne et J. Michel, Foncteurs de Lusztig et caracteres des groupes lineaires etÁ Â
 .unitaires sur un corps fini, J. Algebra 107 1987 , 217]255.
w xL1 G. Lusztig, On the finiteness of the number of unipotent classes, In¨ent. Math. 34
 .1976 , 201]213.
w xL2 G. Lusztig, Intersection cohomology complexes on a reductive group, In¨ent. Math.
 .75 1984 , 205]272.
C. BONNAFEÂ232
w x  .  .L3 G. Lusztig, Character sheaves, I, Ad¨ . in Math. 56 1985 , 193]237; II, 57 1985 ,
 .  .  .226]265; III, 57 1985 , 266]315; IV, 59 1986 , 1]63; V, 61 1986 , 103]155.
w x  .L4 G. Lusztig, Green functions and character sheaves, Ann. of Math. 131 1990 ,
355]408.
w x  .LS G. Lusztig et N. Spaltenstein, Induced unipotent classes, J. London Math. Soc. 2 19
 .1979 , 41]52.
w xS R. Steinberg, Endomorphisms of linear algebraic groups, Mem. Amer. Math. Soc. 80
 .1968 .
